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•  Thomson	
  (1874):	
  
	
  

	
  If	
  we	
  allowed	
  this	
  equalizaAon	
  to	
  proceed	
  	
  
	
  for	
  a	
  certain	
  Ame,	
  and	
  then	
  reversed	
  the	
  	
  
	
  moAons	
  of	
  all	
  the	
  molecules,	
  we	
  would	
  	
  
	
  observe	
  a	
  disequalizaAon.	
  However,	
  if	
  the	
  	
  
	
  number	
  of	
  molecules	
  is	
  very	
  large,	
  as	
  it	
  is	
  	
  
	
  in	
  a	
  gas,	
  any	
  slight	
  deviaAon	
  from	
  absolute	
  	
  
	
  precision	
  in	
  the	
  reversal	
  will	
  greatly	
  shorten	
  	
  
	
  the	
  Ame	
  during	
  which	
  disequalizaAon	
  occurs.	
  	
  

D.	
  Levesque	
  and	
  	
  
L.	
  Verlet,	
  J.	
  Stat.	
  	
  
Phys.	
  72,	
  519	
  (1993)	
  

900	
  parAcles	
  with	
  cutoff	
  
Lennard-­‐Jones	
  potenAal	
  

Integer	
  arithmeAcs!	
  

•  In	
  modern	
  language:	
  
	
  

	
  	
  Classical	
  chaoAc	
  system	
  
	
  	
  à	
  PosiAve	
  Lyapunov	
  exponent	
  
	
  	
  à	
  Mixing	
  and	
  exponenAal	
  sensiAvity	
  to	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  iniAal	
  condiAons	
  
	
  	
  à	
  Time-­‐reversal	
  operaAon	
  requires	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  exponenAally	
  increasing	
  accuracy	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  with	
  waiAng	
  Ame	
  

	
   Goal:	
  Understand	
  irreversibility	
  in	
  quantum	
  many-­‐body	
  systems	
  

1.	
  Boltzmann	
  vs.	
  Loschmidt:	
  Irreversible	
  vs.	
  reversible	
  dynamics	
  	
  
How	
  to	
  reconcile	
  the	
  second	
  law	
  of	
  thermodynamics/the	
  arrow	
  of	
  Ame	
  
with	
  microscopic	
  Ame-­‐reversal	
  invariance?	
  



•  What	
  is	
  the	
  intrinsic	
  Ame	
  scale	
  of	
  a	
  
closed	
  system	
  to	
  thermalize?	
  
	
  

•  What	
  are	
  the	
  condiAons	
  for	
  a	
  closed	
  
system	
  to	
  thermalize?	
  
	
  

•  What	
  do	
  we	
  really	
  mean	
  by	
  
thermalizaAon?	
  	
  

Key	
  quesAons:	
  

Goal:	
  Dynamical	
  jusAficaAon	
  of	
  equilibrium	
  staAsAcal	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  mechanics	
  for	
  closed	
  quantum	
  systems	
  

2.	
  ThermalizaAon	
  of	
  closed	
  quantum	
  many-­‐body	
  systems	
  	
  	
  	
  	
  	
  

Heat	
  bath	
  

⇢ =
1

Z
e��H

S	
  

S	
  

Weak	
  coupling	
  	
  
to	
  environment	
  

Unitary	
  Ame	
  evoluAon	
  
from	
  iniAal	
  state	
  



The	
  Fermi-­‐Pasta-­‐Ulam-­‐Tsingou	
  problem	
  

E.	
  Fermi,	
  J.	
  Pasta,	
  S.	
  Ulam;	
  Los	
  Alamos	
  Report	
  (1955)	
  
	
  
Closed	
  classical	
  system:	
  Harmonic	
  chain	
  with	
  anharmonic	
  perturbaAons	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (weakly	
  nonlinearly	
  coupled	
  harmonic	
  oscillators)	
  

IniAal	
  state:	
  Mode	
  k=1	
  excited	
  
⇒ 	
  Recurrences	
  
⇒ 	
  ViolaAon	
  of	
  equiparAaAon	
  theorem	
  
	
  

⇒  No	
  thermalizaAon	
  (?!) 

Goal:	
  Dynamical	
  jusAficaAon	
  of	
  the	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  assumpAons	
  of	
  classical	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  equilibrium	
  staAsAcal	
  mechanics	
  

xn	
  xn-­‐1	
   xn+1	
  



Basic	
  issues	
  in	
  closed	
  quantum	
  systems	
  

Local	
  	
  
subsystem	
  

S	
  

•  A	
  pure	
  state	
  always	
  remains	
  pure:	
  

⇢ =
1

Z
e��H| (t)i = e�iHt | (0)i never	
  becomes	
  a	
  Gibbs	
  state	
  

•  DefiniAon	
  of	
  thermalizaAon:	
  
	
  

	
  	
  For	
  “all”	
  physically	
  relevant	
  observables	
  O	
  
	
  
	
  
	
  

à	
  Ame	
  evolved	
  pure	
  state	
  in	
  pracAse	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  indisAnguishable	
  from	
  thermal	
  or	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  generalized	
  Gibbs	
  state	
  
	
  

	
  	
  PossibiliAes:	
  	
  
	
  

	
  	
  -­‐	
  Observables	
  in	
  local	
  subsystem	
  
	
  	
  	
  	
  (system	
  acts	
  as	
  its	
  own	
  heat	
  bath)	
  
	
  	
  -­‐	
  Few-­‐body	
  operators	
  

lim
t!1

h (t)|O| (t)i = Tr(⇢O)

•  Quantum	
  quench:	
  	
  
	
  

	
  -­‐	
  Prepare	
  system	
  in	
  ground	
  state	
  of	
  H0	
  :	
  	
  	
  	
  
	
  

	
  -­‐	
  Time	
  evolve	
  with	
  H	
  :	
  

H0 | (0)i = EGS | (0)i
[H0, H] 6= 0



Eigenstate	
  thermalizaAon	
  hypothesis	
  (ETH)	
  

Time	
  evoluAon:	
  	
   | (t)i = e�iHt | 0i

=
X

n

e�iEnt cn |Eni with cn
def
= hEn| 0i

) A(t) = h (t)|A| (t)i
=

X

n,m

c⇤mcn e
�i(En�Em)t hEm|A|Eni

ThermalizaAon:	
  	
  IniAal	
  states	
  with	
  the	
  same	
  total	
  energy	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Etot	
  	
  +	
  O(many-­‐body	
  level	
  spacing)	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  should	
  have	
  the	
  same	
  long-­‐Ame	
  limit	
  for	
  physically	
  “relevant”/few	
  body	
  operators	
  A	
  

lim
t!1

A(t) = AE
tot

How	
  is	
  this	
  possible	
  for	
  different	
  realizaAons	
  of	
  {cn}	
  ?	
  



How	
  is	
  this	
  possible	
  for	
  different	
  realizaAons	
  of	
  {cn}	
  ?	
  

Eigenstate	
  thermalizaAon	
  	
  
hypothesis	
  (ETH):	
  

hEm|A|Eni = �mn AE
tot

+O((dimH)�1/2)

) lim
t!1

A(t) =
X

n

|cn|2
| {z }

AE
tot

= 1⇥ AE
tot

8 | 0i

Eigenstate	
  thermalizaAon	
  hypothesis	
  (ETH):	
  	
  J.	
  M.	
  Deutsch	
  1991,	
  M.	
  Srednicki	
  1994	
  
	
  

In	
  a	
  non-­‐integrable	
  quantum	
  many-­‐body	
  system	
  the	
  expectaAon	
  value	
  of	
  	
  
physically	
  relevant	
  observables	
  does	
  not	
  depend	
  on	
  the	
  specific	
  eigenstate	
  	
  
with	
  energy	
  E	
  of	
  the	
  Hamiltonian	
  
	
  

à a	
  single	
  eigenstate	
  is	
  typical,	
  no	
  need	
  for	
  thickened	
  microcanonical	
  ensemble	
  
and	
  hypothesis	
  of	
  equal	
  probabiliAes	
  /	
  Jaynes	
  approach	
  
	
  

à physical	
  observables	
  (few	
  body	
  operators)	
  cannot	
  disAnguish	
  nearby	
  	
  
many-­‐body	
  eigenstates	
  

hEm|A|Eni = �nmAEn +O((dimH)�1)



M.	
  Rigol	
  et	
  al.,	
  Nature	
  452	
  (2008)	
  	
  

Classical	
  
thermalizaAon:	
  
Thermal	
  state	
  
does	
  not	
  resemble	
  
iniAal	
  state	
  

Quantum	
  thermalizaAon	
  (ETH):	
  
-­‐  Every	
  eigenstate	
  of	
  the	
  

Hamiltonian	
  is	
  thermal	
  
-­‐  Thermal	
  nature	
  iniAally	
  

hidden	
  due	
  to	
  coherences	
  
-­‐  Dephasing	
  leads	
  to	
  	
  

effecAvely	
  incoherent	
  
superposiAon	
  of	
  thermal	
  
states,	
  weights	
  of	
  these	
  
states	
  unimportant	
  

Source:	
  M.	
  Rigol	
  et	
  al.,	
  Nature	
  452	
  (2008)	
  	
  	
  



Integrable	
  models	
  

Integrability:	
  Existence	
  of	
  infinitely	
  many	
  conserved	
  quanAAes	
  Ik	
  
	
  
	
  
	
  
à	
  constrain	
  dynamics	
  

[H, Ik] = 0 , [Ik, Il] = 0

hIk(t)i = h (t)|Ik| (t)i = h (0)|Ik| (0)i = hIk(0)i

Describe	
  asymptoAc	
  state	
  	
  
	
  

as	
  “generalized	
  Gibbs	
  ensemble	
  (GGE)”	
  (Rigol	
  et	
  al.,	
  2007)	
  
	
  
	
  
	
  
with	
  addiAonal	
  Lagrange	
  mulApliers	
  λk	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
•  Very	
  successful	
  for	
  describing	
  integrable	
  non-­‐equilibrium	
  systems	
  

for	
  local	
  observables	
  (Essler	
  et	
  al.)	
  
•  ETH-­‐like	
  picture	
  holds	
  when	
  observable	
  expectaAon	
  values	
  are	
  considered	
  

as	
  funcAons	
  of	
  all	
  conserved	
  quanAAes	
  (not	
  only	
  energy)	
  [	
  Cassidy	
  et	
  al.,	
  PRL	
  (2011)	
  ]	
  	
  

⇢ =
1

Z
e��H�

P
�kIk

hIk(0)i = Tr(⇢ Ik)

| (t = 1)i h (t = 1)|



3.	
  DefiniAons	
  of	
  irreversibility	
  in	
  quantum	
  many-­‐body	
  systems	
  

a)  Loschmidt	
  echo	
  [	
  Peres,	
  1984	
  ]	
  
	
  

b)  OTO	
  correlaAons	
  funcAons	
  [	
  Kitaev,	
  2014;	
  Maldacena	
  et	
  al.,	
  2014	
  ]	
  
	
  

c)  Echo	
  dynamics	
  	
  



Loschmidt	
  echo	
   L(t) = |h i| ei(H+⌃)t e�iHt | ii|2

backward	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  forward	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Ame	
  evoluAon	
  

a)	
  Loschmidt	
  echo	
  for	
  characterizing	
  quantum	
  chaos	
  &	
  irreversibility	
  (Peres,	
  1984)	
  

Few-­‐body	
  systems:	
  
(classically	
  chaoAc)	
  

Jacquod,	
  PeAtjean,	
  
Adv.	
  Phys.	
  58	
  (2009)	
  

(	
  Dimension	
  of	
  	
  
	
  	
  Hilbert	
  space	
  )-­‐1	
  

↵ e��t + e��t

ChaoAc	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Dephasing	
  
dynamics	
  

Few-­‐body	
  systems	
  (non	
  chaoAc):	
  Algebraic	
  decay	
  of	
  L(t)	
  	
  



Quantum	
  many-­‐body	
  systems:	
  
	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  ETH	
  :	
  “Physical”	
  observables	
  O	
  cannot	
  disAnguish	
  between	
  nearby	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  many-­‐body	
  eigenstates	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  but	
  	
  
	
  

	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  Orthogonality	
  of	
  states	
  no	
  useful	
  criterion	
  for	
  “physically	
  different”	
  
	
  

L(t) = e�V `(t)

8O h 0|O| 0i = h 1|O| 1i+ o(dimH�1)

h 0| 1i = 0

Note:	
  Large	
  deviaAon	
  form	
  of	
  Loschmidt	
  echo	
  
	
  	
  

	
  	
  	
  	
  à	
  generic	
  exponenAal	
  decay	
  
	
  
	
  

à	
  Loschmidt	
  echo	
  not	
  useful	
  for	
  characterizing	
  irreversibility	
  	
  



b)	
  Out-­‐of-­‐Ame-­‐order	
  (OTO)	
  correlators	
  

A.	
  Kitaev,	
  “Hidden	
  CorrelaAons	
  in	
  the	
  Hawking	
  RadiaAon	
  and	
  Thermal	
  
Noise,”	
  talk	
  given	
  at	
  Fundamental	
  Physics	
  Prize	
  Symposium,	
  Nov.	
  10,	
  2014	
  

hKp://online.kitp.ucsb.edu/online/joint98/kitaev/rm/jwvideo.html	
  

J.	
  Maldacena,	
  S.	
  Shenker,	
  D.	
  Stanford,	
  “A	
  bound	
  on	
  chaos”,	
  arXiv:1503.01409	
  
	
  
P.	
  Hosur,	
  	
  X.-­‐L.	
  Qi,	
  D.	
  Roberts,	
  B.	
  Yoshida,	
  “Chaos	
  in	
  quantum	
  channels”,	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  arXiv:1511.04021,	
  JHEP	
  (2016)	
  



Quantum	
  chaos	
  (Maldacena	
  et	
  al.,	
  2015)	
  

C(t) = �h [B(t), A(0)]2 i
thermal	
  expectaAon	
  value	
  

commutator:	
  effect	
  of	
  perturbaAon	
  A	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  on	
  later	
  measurement	
  of	
  B	
  	
  

DefiniAon	
  of	
  quantum	
  chaos:	
  
	
  

	
  	
  C(t)	
  becomes	
  large	
  (of	
  order	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  
	
  	
  

	
  	
  for	
  all	
  physically	
  relevant	
  observables	
  A,B	
  
	
  
MoAvaAon:	
  	
  	
  	
  	
  
	
  

•  	
  	
  Semiclassical	
  billiard,	
  A=p,	
  B(t)=q(t)	
  	
  	
  	
  [	
  Larkin,	
  Ovchinnikov,	
  JETP	
  28	
  (1969)	
  ]	
  
	
  	
  à	
  commutator	
  gives	
  dependence	
  of	
  final	
  posiAon	
  on	
  small	
  changes	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  of	
  the	
  iniAal	
  posiAon	
  
	
  
	
  
•  C(t)	
  measures	
  degree	
  of	
  non-­‐commutaAvity	
  of	
  Ame-­‐evolved	
  observables	
  

2 hBBi hAAi

C(t) ⇠ ~2 e2�Lt



C(t)	
  contains	
  the	
  out-­‐of-­‐Ame	
  order	
  (OTO)	
  correlator	
  	
  	
  

F (t) = h{B(t)A(0), B(t)A(0)}i
= hB(t)A(0)B(t)A(0)i+ hA(0)B(t)A(0)B(t)i

Equivalent	
  definiAon	
  of	
  quantum	
  chaos:	
  
	
  
	
  	
  	
  F(t)	
  decays	
  and	
  becomes	
  small	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  -­‐	
  IniAal	
  decay	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  -­‐	
  For	
  large-­‐N	
  CFT	
  holographically	
  described	
  by	
  Einstein	
  gravity	
  (t>>β)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  -­‐	
  Conjecture	
  [	
  Maldacena	
  et	
  al.	
  (2015)	
  ]:	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Universal	
  bound	
  

g1 / 1

N2
, �L =

2⇡

�
[	
  Shenker,	
  Stanford	
  (2014)	
  ]	
  

�L  2⇡

�

F (t)

2hB2i hA2i = g0 � g1 e
�Lt

g0 = O(1) ,



Quantum	
  informaAon	
  [	
  Hosur	
  et	
  al.	
  (2016)	
  ]	
  
	
  
	
  	
  	
  Decay	
  of	
  OTO	
  correlator	
  F(t)	
  	
  à	
  mutual	
  informaAon	
  between	
  small	
  subsystem	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  in	
  input	
  and	
  any	
  parAAon	
  of	
  output	
  is	
  small	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (scrambling)	
  	
  

Unitary	
  operator	
  
	
  
	
  
	
  
mapped	
  to	
  vector	
  	
  

U(t) =
X

i,j

uij(t) |iihj|

U(t) : H ! H

|U(t)i 2 H⌦H
|U(t)i = 1

(dimH)1/2

X

i,j

uij(t) |jiin ⌦ |ii
out Source:	
  Hosur	
  et	
  al.	
  (2016)	
  



Measure	
  for	
  scrambling:	
  
	
  
	
  	
  	
  Amount	
  of	
  informaAon	
  about	
  A	
  hidden	
  non-­‐locally	
  over	
  C	
  and	
  D	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  TriparAte	
  informaAon	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  must	
  become	
  negaAve	
  with	
  large	
  magnitude	
  for	
  system	
  to	
  scramble	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  Hosur	
  et	
  al.	
  (2015):	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Qubits,	
  infinite	
  temperature,	
  [Ai,	
  Dj]	
  =0	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  OTO	
  average	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  	
  	
  
	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  with	
  	
  	
  	
  

I(A : CD)� I(A : C)� I(A : D)

I3(A : C : D) = I(A : C) + I(A : D)� I(A : CD)

= SA + SC + SD � SAC � SAD � SCD + SACD

F̄ (t)
t!1�! ✏

I3(A : C : D) = �2a+ 2 log2
✏

✏min

✏min = 2�2a



Source:	
  	
  	
  hKp://en.wikipedia.org/wiki/Spin_echo	
  

NMR	
  spin	
  echo	
  

c)	
  Echo	
  dynamics	
  



Quantum	
  systems	
  

NMR	
  spin	
  echo	
  (Hahn,	
  1950):	
  
	
  
Time	
  evoluAon	
  of	
  macroscopic	
  	
  
polarizaAon	
  governed	
  by	
  

H =
X

i

Hi(~Si)

local	
  Hamiltonians	
  
with	
  randomness	
  

π-­‐pulse:	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  EffecAvely	
  	
   Hi ! �Hi

Spin	
  echo:	
  
	
  

	
  	
  Measure	
  natural	
  linewidth	
  

t	
  

τ

2τ

Limited	
  by	
  many-­‐body	
  interacAons	
  



Back	
  to	
  a	
  fundamental	
  quesAon:	
  	
  
	
  

For	
  an	
  isolated	
  system	
  a	
  pure	
  state	
  |ψi>	
  remains	
  pure	
  |ψ(t)>	
  for	
  all	
  Ames	
  t.	
  	
  
Can	
  it	
  be	
  disAnguished	
  by	
  some	
  realisAc	
  protocol	
  from	
  a	
  density	
  matrix	
  ρ	
  
even	
  if	
  the	
  system	
  “thermalizes”?	
  



Quantum	
  systems	
  

NMR	
  spin	
  echo	
  (Hahn,	
  1950):	
  
	
  
Time	
  evoluAon	
  of	
  macroscopic	
  	
  
polarizaAon	
  governed	
  by	
  

H =
X

i

Hi(~Si)

local	
  Hamiltonians	
  
with	
  randomness	
  

π-­‐pulse:	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  EffecAvely	
  	
   Hi ! �Hi

Spin	
  echo:	
  
	
  

	
  	
  Measure	
  natural	
  linewidth	
  

t	
  

τ

3τ

Limited	
  by	
  many-­‐body	
  interacAons	
  

Magic	
  echo	
  	
  
(Rhim	
  et	
  al.	
  1970,	
  Zhang	
  et	
  al.	
  1992):	
  
	
  
Dipolar	
  coupled	
  spins	
  

He↵ =
X

i,j

dij

✓
2Sz

i S
z
j � 1

2
(S+

i S�
j + S�

i S+
j )

◆

spin	
  diffusion	
  

Magic	
  echo	
  pulse	
  sequence:	
  

undoes	
  
spin	
  diffusion	
  

Spin	
  echo	
  

Loschmidt	
  daemon	
  

What	
  is	
  the	
  effect	
  of	
  Σ	
  ?	
  

He↵ ! �1

2
He↵ � ⌃

2τ



Other	
  recent	
  applicaAon	
  of	
  echo	
  dynamics:	
  
	
  
-­‐  IdenAficaAon	
  of	
  many-­‐body	
  localized	
  phases	
  [Serbyn	
  et	
  al.,	
  PRL	
  (2014)	
  ]	
  



DefiniAon	
  of	
  irreversibility:	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Echos	
  in	
  physical	
  observables	
  decay	
  exponenAally	
  or	
  faster	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  as	
  funcAon	
  of	
  waiAng	
  Ame	
  τ	
  for	
  realisAc	
  echo	
  protocols	
  
	
  
Note:	
  Depends	
  on	
  observables,	
  protocol	
  &	
  iniAal	
  state	
  (similar	
  to	
  def.	
  of	
  thermalizaAon)	
  	
  	
  

| (⌧)i = U(⌧) | inii

| (t)i = V (t� ⌧)U(⌧) | inii

E⇤
⌧ [O] = maxt>⌧

����
Ot �O1
O0 �O1

����

Forward	
  Ame	
  evoluAon	
  
	
  
Backward	
  Ame	
  evoluAon	
  
(t>τ)	
  
	
  
ExpectaAon	
  value	
  of	
  observable	
  
	
  
	
  
Normalised	
  echo	
  peak	
  height	
  

Os
def
= h (s) |O | (s)i

contrast	
  echo	
  peak	
  at	
  t≈2τ	
  
(and	
  usually	
  not	
  exactly	
  at	
  t=2τ)	
  



Irreversible	
  dynamics	
  means	
  	
  Eτ*[O]	
  decays	
  exponenAally	
  or	
  faster,	
  
otherwise	
  the	
  dynamics	
  is	
  reversible.	
  	
  	
  

E⇤
⌧ [O] = maxt>⌧

����
Ot �O1
O0 �O1

����



	
  4)	
  Echos	
  in	
  the	
  transverse	
  field	
  Ising	
  model	
  

S.	
  Sachdev,	
  Quantum	
  Phase	
  TransiAons	
  
(Cambridge	
  Univ.	
  Press,	
  2011)	
  

•  Quantum	
  phase	
  transiAon	
  at	
  hc	
  =	
  1	
  
	
  

•  Integrable	
  model:	
  	
  
	
  	
  	
  QuadraAc	
  in	
  fermions	
  a�er	
  Jordan-­‐	
  
	
  	
  	
  Wigner	
  transformaAon	
  

ThermalizaAon	
  to	
  “generalized	
  Gibbs	
  ensemble”	
  (GGE)	
  for	
  all	
  quenches	
  h0	
  à	
  h	
  	
  	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  Fago�	
  and	
  Essler,	
  Phys.	
  Rev.	
  B	
  87	
  (2013) 



Ising	
  interacAon	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  transverse	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  magneAc	
  field	
  

Reduced	
  density	
  matrix	
  for	
  n	
  spin	
  	
  
subsystem	
  from	
  Ame	
  evolved	
  iniAal	
  state	
  	
   lim

t!1
| i(t)ih i(t)|n = ⇢GGE,n

H(h) = �
N�1X

i=1

�z

i

�z

i+1 + h

NX

i=1

�x

i

h	
  hc	
  

M.	
  SchmiK,	
  S.	
  Kehrein,	
  arXiv:	
  1607.02272	
  	
  



Echo	
  protocols:	
  
	
  
a)  IniAal	
  state:	
  	
  	
  Ground	
  state	
  of	
  H(h0)	
  

b)  Forward	
  Ame	
  evoluAon	
  (quench	
  dynamics	
  h≠h0):	
  

c)  Backward	
  Ame	
  evoluAon:	
  
	
  
1)	
  Sign	
  change	
  with	
  perturbaAon	
  
	
  
2)	
  Loschmidt	
  pulse	
  
	
  
3)	
  Generalised	
  Hahn	
  echo	
  
	
  

d)  Observables:	
  	
  
	
  

	
  	
  	
  transverse	
  magneAzaAon	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  longitudinal	
  spin-­‐spin	
  correlaAon	
  funcAon	
  (distance	
  d)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

U(⌧) = e�iH(h)⌧

V (s) = eiH(h+�h)s

V (s) = U †
P e�iH(h)s UP

approx.	
  parAcle-­‐	
  
hole	
  trf.	
  (equiv.	
  to	
  
velocity	
  reversal)	
  V (s) = e�iH(�h)s

�z
i �

z
i+d

�x

i

Methods:	
  
	
  

-­‐	
  Numerical	
  evaluaAon	
  of	
  Toeplitz	
  determinants	
  in	
  the	
  thermodynamic	
  limit	
  
-­‐	
  StaAonary	
  phase	
  approximaAon	
  for	
  large	
  waiAng	
  Ames	
  (analyAcal	
  result)	
  



Sign	
  change	
  with	
  perturbaAon,	
  	
  
transverse	
  magneAzaAon	
  

Different	
  protocols	
  



Decay	
  of	
  normalised	
  echo	
  peak	
  height	
   E⇤
⌧ [O] = maxt>⌧

����
Ot �O1
O0 �O1

����

StaAonary	
  phase	
  approximaAon	
  
predicts	
  algebraic	
  decay	
  	
  
for	
  all	
  protocols	
  
	
  
	
  
	
  
-­‐  with	
  known	
  prefactor	
  (for	
  transverse	
  	
  

magneAzaAon	
  and	
  protocol	
  sign	
  
change	
  with	
  perturbaAon)	
  

	
  
	
  
	
  
-­‐	
  	
  	
  full	
  lines	
  show	
  predicAons	
  
	
  
-­‐	
  	
  ExcepAon	
  Loschmidt	
  pulse:	
  	
  
	
  	
  	
  the	
  transverse	
  magneAzaAon	
  	
  
	
  	
  	
  does	
  not	
  decay	
  
	
  
-­‐	
  	
  essenAally	
  dephasing	
  dynamics	
  

E⇤
⌧ [O] / ⌧�1/2

E⇤
⌧

[�x

] ⇡ �h�1/2⌧�1/2
for ⌧ & �h�1



Entanglement	
  entropy	
  

τ	
  =	
  30	
  
d	
  =	
  100	
  

	
  
-­‐  AnalyAcal	
  calculaAon	
  of	
  the	
  entanglement	
  

entropy	
  a�er	
  quenches	
  in	
  the	
  transverse	
  
field	
  Ising	
  model:	
  Calabrese,	
  Cardy	
  (2005)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

-­‐  Echo	
  protocol:	
  	
  
	
  	
  	
  Sign	
  change	
  with	
  perturbaAon	
  δh	
  	
  
	
  

-­‐  Measure	
  entanglement	
  entropy	
  Sdent(t)	
  for	
  	
  
subsystem	
  with	
  d	
  spins	
  	
  

Algebraic	
  decay	
  of	
  normalised	
  echo	
  peak	
  
height	
  of	
  the	
  entanglement	
  entropy	
  

E⇤
⌧ [S

d
ent] / ⌧�1/2



Conclusion	
  
	
  
Based	
  on	
  our	
  definiAon	
  the	
  transverse	
  field	
  Ising	
  model	
  
shows	
  reversible	
  dynamics	
  (algebraic	
  decay	
  of	
  echo	
  peaks)	
  

Note:	
  The	
  transverse	
  field	
  Ising	
  model	
  is	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  integrable	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  quadraAc	
  in	
  suitable	
  degrees	
  of	
  freedom	
  

QuesAon	
  
	
  
What	
  about	
  models	
  that	
  are	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  integrable	
  but	
  not	
  quadraAc?	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  -­‐	
  non-­‐integrable?	
  



5.	
  Echos	
  in	
  interacAng	
  models	
  

Coll.:	
  Markus	
  SchmiK	
  
	
  
	
  

Ising	
  model	
  with	
  transverse	
  and	
  longitudinal	
  fields:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  Non-­‐integrable	
  for	
  hx,	
  hz	
  ≠	
  0	
  	
  (Wigner-­‐Dyson	
  level	
  staAsAcs)	
  
	
  
Method:	
  infinite	
  Ame-­‐evolving	
  block	
  decimaAon	
  (iTEBD)	
  
	
  
Note:	
  Numerically	
  challenging	
  problem	
  since	
  entanglement	
  entropy	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  also	
  decreases	
  during	
  Ame	
  evoluAon	
  

H(h
x

, h
z

) = �
X

�z

i

�z

i+1 + h
x

X
�x

i

+ h
z

X
�z

i



InteracAng	
  model	
  	
  hz	
  =	
  0.1	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Non-­‐interacAng	
  model	
  hz	
  =	
  0	
  
(Gaussian	
  decay)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Slow	
  algebraic	
  decay)	
  



Decay	
  law	
  well	
  approximated	
  by	
  Gaussian:	
  
	
  
Prefactor	
  
	
  	
  

à	
  not	
  independent	
  from	
  perturbaAon	
  like	
  Lyapunov	
  exponent	
  in	
  classical	
  chaos	
  

e�↵⌧2

↵ / �h2



6.	
  Conclusions	
  &	
  Outlook	
  

•  DefiniAon	
  of	
  irreversibility	
  for	
  quantum	
  many-­‐body	
  systems	
  
based	
  on	
  decay	
  of	
  echoes	
  in	
  observables	
  
	
  

•  Non-­‐interacAng	
  model	
  (transverse	
  field	
  Ising	
  model):	
  
	
  

Algebraic	
  decay	
  of	
  echoes	
  due	
  to	
  dephasing	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  Reversible	
  dynamics	
  
	
  
	
  

•  Non-­‐integrable	
  model	
  (transverse	
  field	
  Ising	
  model	
  with	
  longitudinal	
  field):	
  
	
  

ExponenAal	
  decay	
  of	
  echoes	
  
à	
  Irreversible	
  dynamics	
  
	
  

•  Integrable	
  interacAng	
  models	
  (XXZ	
  spin	
  chain):	
  
Decay	
  faster	
  than	
  algebraic,	
  but	
  not	
  clearly	
  Gaussian	
  	
  

Outlook:	
  
	
  

•  Prefactor	
  of	
  Gaussian	
  decay	
  law	
  determined	
  by	
  unperturbed	
  Hamiltonian	
  
(like	
  Lyapunov	
  exponent)	
  or	
  by	
  perturbaAon	
  	
  

•  AnalyAcal	
  understanding	
  of	
  irreversibility	
  
•  ConnecAon	
  to	
  OTO-­‐correlator	
  definiAon	
  of	
  quantum	
  chaos	
  


